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Abstrakt
Práce má dva cíle - zaprvé seznámit čtenáře s klasickým využitím kvaternionů a duálních
kvaternionů v geometrii, zadruhé zobecněním Fourierovy transformace do množiny du-
álních kvaternionů. Nejprve se věnuje algebraickým vlastnostem a struktuře kvaternionů
a způsobům jejich zápisu. Poté jsou zavedena duální čísla a pomocí nich následně duální
kvaterniony. Dále se práce zabývá vyjádřením rotací a translací pomocí kvaternionů a du-
álních kvaternionů, které umožňují jejich snadný popis. Nakonec je definována diskrétní
duální kvaternionová Fourierova transformace a je odvozen algoritmus pro její efektivní
výpočet, který je poté realizován jako kód v programovém prostřední MATLAB.
Abstract
This work has two goals. Firstly it is to acquaint the reader with the classical use of
quaternions and dual quaternions in geometry. Secondly the generalization of the Fourier
transform into the set of dual quaternions. At first it goes into algebraic properties and
structure of quaternions and ways of their inscriptions. Later dual numbers are introduced
and consecutively with their help dual quaternions. Then the work deals with description
of rotations and translations using quaternions and dual quaternions, that enable their
easy description. Finally the discreet dual quaternion Fourier transform is defined, and
for its effective calculation the algorithm is derived, which is then brought into effect as
a code in program environment MATLAB.
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Úvod
Kvaterniony představují zobecnění množiny komplexních čísel takovým způsobem, že
místo jednoho prvku, který se v druhé mocnině rovná číslu −1, obsahují kvaterniony tyto
prvky tři. Samotný kvaternion je potom tvořen lineární kombinací těchto prvků a dalším
absolutním členem. Na rozdíl od komplexních čísel není násobení kvaternionů komutativní
operace, zachovává si však asociativitu a ke každému kvaternionu existuje inverzní kvater-
nion vzhledem k násobení. Přidáním dalších čtyř imaginárních jednot dostaneme množinu
oktonionů, jejich násobení však již ztrácí vlastnost asociativity. Přidáváním dalších ima-
ginárních jednotek již nedostaneme žádnou matematickou strukturu, na které lze zavést
operaci dělení. Existují tedy pouze čtyři takovéto struktury, a to reálná čísla, komplexní
čísla, kvaterniony a oktoniony.
Duální kvaterniony vzniknou zobecněním kvaternionů jiným způsobem, než přidáním dal-
ších imaginárních jednotek, a to přidáním duální jednotky, která je v druhé mocnině rovna
číslu 0. Vzniklá struktura přebírá geometrické vlastnosti kvaternionů a kromě rotace umož-
ňuje navíc popsat i translaci. Neplatí však, že pro každý duální kvaternion existuje inverzní
duální kvaternion vzhledem k násobení, z důvodu použití duální jednotky v definici du-
álního kvaternionu.
Předkládaná bakalářská práce je rozdělena do tří kapitol. V první kapitole této práce se
seznámíme se základními vlastnostmi kvaternionů a duálních kvaternionů. Postupně uve-
deme, jaké mají algebraické vlastnosti a jaké matematické struktury tvoří. Důraz je kladen
na to, aby si čtenář osvojil všechny potřebné znalosti pro práci s těmito strukturami, což
je nutné pro porozumění dalšího textu práce.
Druhá kapitola se zabývá geometrickými vlastnostmi kvaternionů a duálních kvaterni-
onů, tedy popisem rotace a translace v třídimenzionálním prostoru. Postupně se budeme
zabývat standardním popisem rotací a translací pomocí matic, ukážeme nedostatky ta-
kového popisu a nakonec bude ukázán postup, jak výhodně tyto lineární transformace
vyjádřit pomocí násobení kvaternionů a duálních kvaternionů. Tento přístup k popisu
rotací a translací je znám již dlouhou dobu, avšak popis pomocí matic je stále převláda-
jící, protože práce s maticemi je obecně známá a nevyžaduje studium další algebraických
struktur. V ilustračních příkladech uvidíme, jak jednoduše se však dají pomocí kvaterni-
onů a duálních kvaternionů popsat i složitější rotace kolem obecných os.
Závěrečná třetí kapitola pojednává o novějším využití kvaternionů, konkrétně pro zobec-
nění Fourierovy transformace, která se využívá např. pro zpracování obrazů. Uplatňuje se
při rekonstrukci obrazu, detekci hran a pohybu, pro tvorbu grafických filtrů a v mnoha
dalších oblastech. Protože klasická Fourierova transformace pracuje s komplexními čísly,
které jsou izomorfní vektorovému prostoru R2, ale prostor barev RGB je izomorfní vekto-
rovému prostoru R3, musí se barevný obraz převést na obraz černobílý. Ten již lze popsat
reálnými čísly a umožňuje tedy využití komplexní Fourierovy transformace. Výhodou zo-
becnění Fourierovy transformace do množiny kvaternionů je tedy možnost práce přímo
s barevným obrazem. Hlavním cílem třetí kapitoly bude další zobecnění kvaternionové
Fourierovy transformace do množiny duálních kvaternionů a odvození algoritmu pro její
efektivní výpočet.
13
1 Algebraická struktura kvaternionů a duálních kvater-
nionů
Nejdříve se budeme zabývat algebraickými vlastnostmi kvaternionů a postupně odvodíme,
že tvoří nekomutativní těleso. Poté ukážeme, jak můžeme kvaterniony vyjádřit pomocí
jiných zápisů, které budeme v dalších kapitolách využívat. Následně zavedeme duální
čísla a pomocí nich kvaterniony zobecníme, čímž získáme množinu duálních kvaternionů,
tvořících nekomutativní okruh s jednotkovým prvkem. V této kapitole bylo čerpáno z [1],
[4], [9].
1.1 Kvaterniony
Kvaterniony poprvé popsal sir William Rowan Hamilton v roce 1843. Nejdříve byly pova-
žovány za výsledek čistě teoretické matematiky, později byl objeven způsob, jak pomocí
nich popsat rotace v třídimenzionálním prostoru, čehož se dnes hojně využívá v počítačové
grafice.
Definice 1.1. Kvaternion nazveme výraz ve tvaru a + bi + cj + dk , kde a, b, c, d ∈ R.
Čísla i , j , k nazveme imaginární jednotky, množinu všech kvaternionů označíme jako H.
Pro imaginární jednoty se definují vzahy i 2 = j 2 = k 2 = ijk = −1, z kterých můžeme
určit pravidla pro násobení imaginárních jednotek. Pokud rovnost ijk = −1 vynásobíme
zprava imaginární jednotkou k , dostaneme
ij k 2 = −k ,
−ij = −k ,
ij = k .
Podobně, pokud rovnost ijk = −1 vynásobíme výrazem ji zleva, obdržíme
j i 2jk = −ji ,
−j 2k = −ji ,
ji = −k .
Podobným postupem dostaneme následují tabulku násobení imaginárních jednotek:
Tabulka 1: Násobení imaginárních jednotek.
· 1 i j k
1 1 i j k
i i –1 k –j
j j –k –1 i
k k j –i –1
Vidíme, že násobení imaginárních jednotek mezi sebou je antikomutativní.
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Kvaternion q můžeme vyjádřit i pomocí jiných zápisů:
1. q = (a, b, c, d),
2. q =
(
a, (b, c, d)
)
,
3. q = (a,v),v = (b, c, d) ∈ R3.
Číslo a budeme nazývat skalární složka kvaternionu q, vektor v potom vektorová složka
kvaternionu q. V dalším textu budeme používat převážně zápis 3, z důvodu jeho stručnosti.
Definice 1.2. Kvaternion q ∈ H, q = (a,v) nazveme ryzí kvaternion, pokud je jeho
skalární složka a rovna nule.
Definice 1.3. Nechť q ∈ H, q = a+bi+cj +dk = (a,v). Pojmem kvaternion konjugovaný
ke kvaternionu q budeme rozumět kvaternion q = a− bi − cj − dk = (a,−v).
Poznámka. Zřejmě platí q = q.
Definice 1.4. Nechť q1, q2 ∈ H, q1 = a1 + b1i + c1j + d1k , q2 = a2 + b2i + c2j + d2k .
Binární operaci sčítání kvaternionů + : H×H→ H definujeme následujícím způsobem
q1 + q2 = (a1 + b1i + c1j + d1k) + (a2 + b2i + c2j + d2k)
= (a1 + a2) + (b1 + b2)i + (c1 + c2)j + (d1 + d2)k .
Snadno lze vidět, že takto definovaná operace sčítání je komutativní, asociativní a při
využití zápisu q1 = (a1,v1), q2 = (a2,v2) platí q1+ q2 = (a1+ a2,v1+v2). Dále je zřejmé,
že 0 je neutrální prvek vzhledem ke sčítání a pro každý kvaternion q = a + bi + cj + dk
existuje jediný kvaternion −q = −a − bi − cj − dk takový, že q + (−q) = q − q = 0.
Kvaternion 0 nazveme nulový kvaternion a kvaternion −q nazveme inverzní kvaternion
ke kvaternionu q vzhledem ke sčítání. Množina kvaternionů, spolu s operací sčítání, tedy
tvoří komutativní grupu.
Definice 1.5. Nechť q1, q2 ∈ H, q1 = a1 + b1i + c1j + d1k , q2 = a2 + b2i + c2j + d2k .
Binární operaci násobení kvaternionů · : H×H→ H zavedeme následovně
q1 · q2 = q1q2 = (a1 + b1i + c1j + d1k)(a2 + b2i + c2j + d2k)
= a1a2 + a1b2i + a1c2j + a1d2k
+ b1a2i + b1b2i 2 + b1c2ij + b1d2ik
+ c1a2j + c1b2ji + c1c2j 2 + c1d2jk
+ d1a2k + d1b2ki + d1c2kj + d1d2k 2
= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)
+ (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i
+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j
+ (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k .
Poznámka. Násobení kvaternionů není obecně komutativní ani antikomutativní, což uvi-
díme v následujíc příkladě. Zřejmě 1 je neutrální prvek vzhledem k násobení kvaternionů.
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Příklad 1.6. Mějme kvaterniony q1 = 4− 2i + 7j + 3k , q2 = −6 + i + 3j − 4k . Určíme
součiny q1q2, q2q1.
q1q2 = (4− 2i + 7j + 3k)(−6 + i + 3j − 4k)
= −24 + 4i + 12j − 16k
+ 12i − 2i 2 − 6ij + 8ik
− 42j + 7ji + 21j 2 +−28jk
− 18k + 3ki + 9kj − 12k 2
= −31− 21i − 35j − 47k
q2q1 = (−6 + i + 3j − 4k)(4− 2i + 7j + 3k)
= −24 + 12i − 42j − 18k
+ 4i − 2i 2 + 7ij + 3ik
+ 12j − 6ji + 21j 2 + 9jk
− 16k + 8ki − 28kj − 12k 2
= −31 + 53i − 25j − 21k
Věta 1.7. Nechť q1, q2 ∈ H, q1 = (a1,v1), q2 = (a2,v2),v1 = (b1, c1, d1),v2 = (b2, c2, d2).
Dále nechť 〈· , ·〉 je standardní skalární součin a × vektorový součin vektorů z R3. Potom
lze násobení kvaternionů vyjádřit jako
q1q2 =
(
a1a2 − 〈v1,v2〉, a1v2 + a2v1 + v1 × v2
)
.
Důkaz. Z algebraických vlastností vektorového počtu plyne(
a1a2 − 〈v1,v2〉, a1v2 + a2v1 + v1 × v2
)
=
(
a1a2 − (b1b2 + c1c2 + d1d2), (a1b2, a1c2, a1d2)
+ (b1a2, c1a2, d1a2) + (c1d2 − d1c2, d1b2 − b1d2, b1c2 − c1b2)
)
=
(
a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2, (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2,
a1c2 + c1a2 + d1b2 − b1d2, a1d2 + d1a2 + b1c2 − c1b2)
)
= q1q2.
Věta 1.8. Násobení kvaternionů je asociativní.
Důkaz. Nechť q1, q2, q3 ∈ H, q1 = (a1,v1), q2 = (a2,v2), q3 = (a3,v3). Potom platí
q1(q2q3) = q1
(
a2a3 − 〈v2,v3〉, a2v3 + a3v2 + v2 × v3
)
=
(
a1a2a3 − a1〈v2,v3〉 − 〈v1, a2v3 + a3v2 + v2 × v3〉,
a1(a2v3 + a3v2 + v2 × v3)
+ (a2a3 − 〈v2,v3〉)v1 + v1 × (a2v3 + a3v2 + v2 × v3)
)
=
(
a1a2a3 − a1〈v2,v3〉 − a2〈v1,v3〉 − a3〈v1,v2〉+ 〈v1,v2 × v3〉,
a1a2v3 + a1a3v2 + a1(v2 × v3) + a2a3v1 − v1〈v2,v3〉
+ a2(v1 × v3) + a3(v1 × v2) + v1 × (v2 × v3)
)
.
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Využijeme vlastnost smíšeného součinu 〈v1,v2 × v3〉 = 〈v1 × v2,v3〉, dále s využitím
vlastností vektorového a skalárního součinu dostáváme
v1 × (v2 × v3)− v1〈v2,v3〉 = v2〈v1,v3〉 − v3〈v1,v2〉 − v1〈v2,v3〉
= −(v1〈v3,v2〉 − v2〈v3,v1〉)− v3〈v1,v2〉
= −v3 × (v1 × v2)− v3〈v1,v2〉
= (v1 × v2)× v3 − v3〈v1,v2〉.
Dosazením těchno identit do původní rovnice obdržíme(
a1a2a3 − a3〈v1,v2〉 − 〈a1v2 + a2v1 + v1 × v2,v3〉,
(a1a2 − 〈v1,v2〉)v3 + a3(a1v2 + a2v1 + v1 × v2) + (a1v2 + a2v1 + v1 × v2)× v3
)
=
(
a1a2 − 〈v1,v2〉, a1v2 + a2v1 + v1 × v2
)
q3 = (q1q2)q3.
Věta 1.9. Násobení kvaternionů je distributivní vůči sčítání kvaternionů.
Důkaz. Nechť q1, q2, q3 ∈ H, q1 = (a1,v1), q2 = (a2,v2), q3 = (a3,v3). Potom platí
q1(q2 + q3) = (a1,v1)(a2 + a3,v2 + v3)
=
(
a1(a2 + a3)− 〈v1,v2 + v3〉, a1(v2 + v3) + (a2 + a3)v1 + v1 × (v2 + v3)
)
=
(
a1a2 + a1a3 − 〈v1,v2〉 − 〈v1,v3〉, a1v2 + a1v3 + a2v1 + a3v1 + v1 × v2 + v1 × v3
)
=
(
a1a2 − 〈v1,v2〉, a1v2 + a2v1 + v1 × v2
)
+
(
a1a3 − 〈v1,v3〉, a1v3 + a3v1 + v1 × v3
)
= q1q2 + q1q3
Distributivita zprava se ukáže analogicky.
Věta 1.10. Nechť q1, q2 ∈ H. Platí
q1 + q2 = q2 + q1,
q1q2 = q2 q1.
Důkaz. Máme q1 = (a1,v1), q2 = (a2,v2), a1, a2 ∈ R,v1,v2 ∈ R3, dostáváme
q1 + q2 = (a1,v1) + (a2,v2) =
(
a1 + a2,−v1 − v2)
= (a1,−v1) + (a2,−v2) = q2 + q1,
q1q2 = (a1,v1)(a2,v2)
=
(
a1a2 − 〈v1,v2〉,−a1v2 − a2v1 − v1 × v2
)
=
(
a2a1 − 〈−v2,−v1〉,−a2v1 − a1v2 + (−v2)× (−v1)
)
= (a2,−v2)(a1,−v1) = q2 q1.
Definice 1.11. Nechť q ∈ H, q = (a, b, c, d). Zobrazení ‖·‖ : H→ R+0 , definované vztahem
‖q‖ = √a2 + b2 + c2 + d2, nazveme norma kvaternionu.
Věta 1.12. Nechť q ∈ H, potom platí ‖q‖ = √qq = √ qq.
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Důkaz. Platí q = (a,v),v = (b, c, d) ∈ R3. Nechť ‖v‖2 značí eukleidovskou normu vektoru
v R3, potom
qq = (a,v)
(
a,−v) = (a2 + 〈v,v〉,−av+ av− v× v)
= (a2 + ‖v‖22 ,o) = a2 + b2 + c2 + d2 = ‖q‖2 ,
tedy
√
qq = ‖q‖. Druhá rovnost se ukáže analogicky.
Definice 1.13. Nechť q ∈ H. Kvaternion q, pro který platí ‖q‖ = 1, nazveme jednotkový
kvaternion. Množinu všech jednotkových kvaternionů označíme H1.
Poznámka. Pokud q = a + bi + cj + dk je kvaternion, můžeme pomocí něj vytvořit
jednotkový kvaternion q˜ ve tvaru
q˜ =
1
‖q‖q =
a
‖q‖ +
b
‖q‖i +
c
‖q‖j +
d
‖q‖k .
Definice 1.14. Dva ryzí kvaterniony q1 = (0,v1), q2 = (0,v2),v1,v2 ∈ R3, nazveme
ortogonální kvaterniony, pokud jsou ortogonální vektory v1,v2.
Věta 1.15. Násobení ortogonálních kvaternionů je antikomutativní.
Důkaz. Nechť q1 = (0,v1), q2 = (0,v2),v1,v2 ∈ R3 jsou ortogonální kvaterniony, tedy
v1,v2 jsou ortogonální vektory. Dostáváme
q1q2 = (0,v1)(0,v2) = (−〈v1,v2〉,v1 × v2)
=
(
0,−(v2 × v1)
)
= −(0,v2 × v1)
= −(0,v2)(0,v1) = −q2q1
Věta 1.16. Nechť q1 = (0,v1), q2 = (0,v2),v1,v2 ∈ R3 jsou ortogonální kvaterniony.
Potom kvaternion q3 = q1q2 je ryzí, ortogonální k oběma kvaternionům q1, q2 a pro jeho
normu platí ‖q3‖ = ‖v1‖2 ‖v2‖2 sin θ, kde θ je odchylka vektorů v1,v1.
Důkaz. Pro součin kvaternionů platí
q1q2 = (0,v1)(0,v2) = (−〈v1,v2〉,v1 × v2) = (0,v3).
Protože vektor v3 je ortogonální k vektoru v1 i vektoru v2, je ryzí kvaternion q3, ve tvaru
q3 = (0,v3), ortogonální k oběma kvaternionům q1, q2.
Kvaternion q3 je ryzí, jeho normu můžeme tedy určit jako normu vektoru v3, která lze
vyjádřit jako norma vektorového součinu v1 × v2. Celkově dostáváme
‖q3‖ = ‖v3‖2 = ‖v1 × v2‖2 = ‖v1‖2 ‖v2‖2 sin θ.
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Věta 1.17. Nechť q ∈ H je nenulový kvaternion. Potom existuje jediný kvaternion q−1 ta-
kový, že qq−1 = q−1q = 1, přičemž
q−1 =
1
‖q‖2 q.
Kvaternion q−1 nazveme kvaternion inverzní ke kvaternionu q vzhledem k násobení.
Důkaz. Sporem ukážeme, že inverzní kvaternion q−1 ke kvaternionu q je jen jeden. Nechť
tedy q−11 , q
−1
2 jsou dva různé inverzní kvaterniony ke kvaternionu q. Protože násobení
kvaternionů je asociativní, dostáváme
q−11 = 1q
−1
1 = (q
−1
2 q)q
−1
1 = q
−1
2 (qq
−1
1 ) = q
−1
2 1 = q
−1
2 ,
tedy q−11 = q
−1
2 , což je spor s předpokladem, že q
−1
1 , q
−1
2 jsou různé kvaterniony. K danému
kvaternionu q tedy existuje jediný inverzní kvaternion q−1.
Dále platí
qq−1 = q
1
‖q‖2 q =
1
‖q‖2 qq =
‖q‖2
‖q‖2 = 1,
q−1q =
1
‖q‖2 qq =
‖q‖2
‖q‖2 = 1.
Poznámka. Všimněme si, že pokud je kvaternion q jednotkový, platí q−1 = q. Speciálně,
pokud je q jednotkový a ryzí, dostáváme q−1 = −q.
Důsledek 1.18. Množina H, společně s operacemi sčítání a násobení kvaternionů, tvoří
nekomutativní těleso.
Důkaz. Plyne z vět 1.8, 1.9, 1.17 a z vlastností sčítání kvaternionů.
Věta 1.19. Nechť µ je ryzí kvaternion, potom platí µ2 = −‖µ‖2 .
Důkaz. q můžeme vyjádřit ve tvaru µ = (0,v),v ∈ R3 je vektor. Přímým výpočtem
dostáváme
µ2 = (0,v)(0,v) = (−〈v,v〉,v× v) = (−‖v‖22 ,o) = −‖q‖2 ,
kde o je nulový vektor z R3.
Poznámka. Pro ryzí jednotkový kvaternion µ dostáváme µ2 = −1.
Věta 1.20. Nechť Hµ značí množinu kvaternionů ve tvaru a + bµ, kde a, b ∈ R a µ je
libovolný, ale pevně zvolený ryzí kvaternion. Potom množina Hµ, spolu s operacemi sčítání
a násobení kvaternionů, tvoří komutativní těleso.
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Důkaz. Nechť q1, q2 ∈ Hµ, q1 = (a1, b1µ), q2 = (a2, b2µ), a1, a2, b1, b2 ∈ R, µ je ryzí kvater-
nion. Snadno se ukáže, že sčítání a násobení kvaternionů jsou operace typu Hµ×Hµ → Hµ.
Platí
q1 + q2 = (a1 + b1µ) + (a2 + b2µ)
= (a1 + a2) + (b1 + b2)µ,
q1q2 = (a1, b1µ)(a2, b2µ)
= a1a2 + (a1b2 + b1a2)µ+ b1b2µ
2
= (a1a2 − b1b2 ‖µ‖2) + (a1b2 + b1a2)µ.
Sčítání kvatenionů je komutativní a asociativní, nulový prvek 0 ∈ Hµ a pro každý kvater-
nion q ∈ Hµ obsahuje množina Hµ i prvek −q. Hµ s operací sčítání kvaternionů je tedy
opět komutativní grupa. Dále ukážeme, že násobení kvaternionů z množiny Hµ je také
komutativní. Dostáváme
q1q2 = (a1 + b1µ)(a2 + b2µ)
= a1a2 + (a1b2 + b1a2)µ+ b1b2µ
2
= a2a1 + (a2b1 + b2a1)µ+ b2b1µ
2
= (a2 + b2µ)(a1 + b1µ)
= q2q1.
Násobení kvaternionů je distributivní vůči sčítání kvaternionů, je asociativní, jednotkový
prvek 1 ∈ Hµ, pro každý nenulový kvaternion q obsahuje obsahuje množina Hµ i prvek q−1.
Hµ\{0} s operací násobení kvaternionů tvoří komutativní grupu. Celkově tedy dostáváme,
že (Hµ,+, ·) je komutativní těleso.
1.2 Reprezentace kvaternionů
Kvaterniony mohou být zapsány různými způsoby, některé základní jsme již uvedli a po-
užívali je. V této části textu se setkáme s dalšími reprezentacemi.
1.2.1 Zápis pomocí Eulerova vzorce
Toto vyjádření umožňuje spojení kvaternionové algebry s geometrickými pojmy, jako např.
rotace v třídimenzionálním prostoru. Nejdříve dokážeme, jak Eulerův vzorec zobecnit
z množiny komplexních čísel do množiny kvaternionů.
Věta 1.21. Nechť µ je jednotkový ryzí kvaternion, potom platí eµφ = cosφ+ µ sinφ.
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Důkaz. Z věty 1.19 plyne, že µ2 = −1. Dále platí
eµφ =
∞∑
n=0
(µφ)n
n!
= 1 + µφ+
(µφ)2
2!
+
(µφ)3
3!
+
(µφ)4
4!
+
(µφ)5
5!
+ . . .
= 1 + µφ− φ
2
2!
− µφ
3
3!
+
φ4
4!
+
µφ5
5!
− φ
6
6!
− µφ
7
7!
+ . . .
Protože řada
∑∞
n=0
(µφ)n
n!
konverguje absolutně, můžeme její členy přerovnat následujícím
způsobem:
∞∑
n=0
(µφ)n
n!
= 1− φ
2
2!
+
φ4
4!
− φ
6
6!
+ · · ·+ µφ− µφ
3
3!
+
µφ5
5!
− µφ
7
7!
+ . . .
= 1− φ
2
2!
+
φ4
4!
− φ
6
6!
+ · · ·+ µ
(
φ− φ
3
3!
+
φ5
5!
− φ
7
7!
+ . . .
)
=
∞∑
n=0
(−1)n φ
2n
(2n)!
+ µ
∞∑
n=0
(−1)n φ
2n+1
(2n+ 1)!
= cosφ+ µ sinφ.
Věta 1.22. Nechť q ∈ H, q = a+ bi + cj + dk . Kvaternion q můžeme vyjádřit jako
q = ‖q‖ eµφ = ‖q‖ (cosφ+ µ sinφ),
kde
µ =
1√
b2 + c2 + d2
(bi + cj + dk)
je jednotkový ryzí kvaternion, který nazveme osa a
φ = arctg
√
b2 + c2 + d2
a
je reálné číslo, které nazveme úhel. Pokud q je ryzí kvaternion, definujeme φ = pi
2
.
Důkaz. Uvažujme čtyřdimenzionální vektorový prostor s bází 1, i , j , k a standardní ska-
lární součin vektorů z R4. Libovolný kvaternion q potom můžeme považovat za vektor
z tohoto prostoru. Úhel φ je odchylka mezi q = a+ bi + cj + dk a reálnou osou, reprezen-
tovanou jednotkovým kvaternionem e = 1. Můžeme tedy počítat
cosφ =
〈q, e〉
‖q‖ ‖e‖ =
a
‖q‖ ,
sinφ =
√
1− a
2
‖q‖2 =
√
b2 + c2 + d2
‖q‖ .
Dosazením do q = ‖q‖ (cosφ+ µ sinφ) dostáváme
q = ‖q‖
(
a
‖q‖ + µ
√
b2 + c2 + d2
‖q‖
)
= a+ bi + cj + dk .
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Konečně, úhel φ můžeme spočítat jako
tg φ =
sinφ
cosφ
=
√
b2 + c2 + d2
a
.
Společně s větou 1.21 je důkaz hotov.
Poznámka. Konjugovaný kvaternion q dostaneme jednoduše jako
q = ‖q‖ (cosφ− µ sinφ) = ‖q‖ ( cos(−φ) + µ sin(−φ)) = ‖q‖ e−µφ.
Konjugace kvaternionu tedy znamená zvolení opačné osy nebo opačného úhlu. V případě,
že q je jednotkový kvaternion, se jeho vyjádření pomocí Eulerova vzorce zjednoduší na
tvar q = eµφ = cosφ+µ sinφ, kde cosφ je skalární část kvaternionu a µ sinφ je vektorová
část.
1.2.2 Kvaternion jako dvojice komplexních čísel
Další možnost vyjádření kvaternionů je považovat je za uspořádanou dvojici komplexních
čísel.
Věta 1.23. Nechť q ∈ H, q = a + bi + cj + dk , a Cj značí množinu komplexních čísel
s komplexní jednotkou j . Potom můžeme kvaternion q vyjádřit jako
q = q1 + iq2 = (q1, q2),
kde q1, q2 ∈ Cj , q1 = a+ cj , q2 = b+ dj .
Důkaz. q1 + iq2 = a+ cj + i(b+ dj ) = a+ bi + cj + dk = q
Nyní se dají znovu zavést všechny operace kvaternionové algebry. Uvedeme pouze tři
nejdůležitější.
Věta 1.24. Nechť p, q ∈ H, p = (p1, p2), q = (q1, q2), p1, p2, q1, q2 ∈ Cj a symbol ? nechť
značí konjugaci komplexních čísel. Potom platí následující vztahy:
1. p = (p?1,−p2),
2. p−1 =
(
p?1
‖p‖2 ,− p2‖p‖2
)
,
3. pq = (p1q1 − p?2q2, p2q1 + p?1q2).
Důkaz. Platí p1 = a1 + c1j , p2 = b1 + d1j , q1 = a2 + c2j , q2 = b2 + d2j . Pro konjugovaný
kvaternion dostáváme dostáváme
(p?1,−p2) = (a1 − c1j ,−b1 − d1j ) = a1 − b1i − c1j − d1k = p,
22
a pro inverzní kvaternion(
p?1
‖p‖2 ,−
p2
‖p‖2
)
=
1
‖p‖2 (p
?
1,−p2) =
1
‖p‖2p = p
−1.
Dále ukážeme, že platí následující identity:
p1i = (a1 + c1j )i = a1i + c1ji = a1i − c1ij = i(a1 − c1j ) = ip?1,
p2i = (b1 + d1j )i = b1i + d1ji = b1i − d1ij = i(b1 − d1j ) = ip?2.
S jejich využitím dostáváme pro součin kvaternionů
(p1q1 − p?2q2, p2q1 + p?1q2) = p1q1 − p?2q2 + i(p2q1 + p?1q2)
= p1q1 + i 2p?2q2 + ip2q1 + ip
?
1q2
= p1q1 + ip2iq2 + ip2q1 + p1iq2
= (p1 + ip2)(q1 + iq2)
= pq.
Poznámka. Vyjádření kvaternionu jako dvojice komplexních čísel lze zavést více způsoby,
uvedli jsme pouze jeden. Dále můžeme kvaternion q = a + bi + cj + dk rozložit jako
q = (a + bi) + (c + di)j = (a + bi) + j (c − di) = (a + dk) + (b + ck)i atd. Pro každý
způsob zápisu se vždy musejí pozměnit vztahy pro operace s kvaterniony.
1.3 Duální čísla
Komplexní čísla vznikla přidáním komplexní jednotky k reálným číslům. Přidáním jiného
prvku můžeme vytvořit čísla duální.
Definice 1.25. Nechť ε2 = 0, ε 6= 0, a, b ∈ R. Duálním číslem d nazveme výraz ve tvaru
d = a+ bε, množinu všech duálních čísel označíme D, číslo ε nazveme duální jednotka.
Definice 1.26. Nechť d1, d1 ∈ D jsou duální čísla, d1 = a1 + b1ε, d2 = a2 + b2ε. Binární
operace sčítání duálních čísel a násobení duálních čísel zavedeme jako
d1 + d2 =a1 + b1ε+ a2 + b2ε = (a1 + a2) + (b1 + b2)ε,
d1d2 =(a1 + b1ε)(a2 + b2ε) = a1a2 + a1b2ε+ b1a2ε+ b1b2ε
2 = a1a2 + (a1b2 + b1a2)ε.
Z vlastností sčítání a násobení reálných čísel vyplývá, že obě takto definované operace
s duálními čísly jsou komutativní.
Věta 1.27. Množina duálních čísel s operacemi sčítání a násobení duálních čísel tvoří
komutativní okruh s jednotkovým prvkem, přičemž pro každé nenulové a ∈ R je výraz aε
dělitel nuly.
Důkaz. Nechť d1 = a1 + b1ε, d2 = a2 + b2ε, d3 = a3 + b3ε jsou duální čísla. Asociativita
sčítání je zřejmá, nulový prvek je 0 a opačné duální číslo k d1 je −d1 = −a1 − bε. Pro
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násobení dostáváme
d1(d2d3) = (a1 + b1ε)
(
(a2 + b2ε)(a3 + b3ε)
)
= (a1 + b1ε)
(
a2a3 + (a2b3 + b2a3)ε
)
= a1a2a3 + (a1a2b3 + a1b2a3 + b1a2a3)ε
= a1a2(a3 + b3ε) + (a1b2 + b1a2)a3ε+ (a1b2 + b1a2)b3ε
2
= a1a2(a3 + b3ε) + (a1b2 + b1a2)ε(a3 + b3ε)
=
(
a1a2 + (a1b2 + b1a2)ε
)
(a3 + b3ε)
=
(
(a1 + b1ε)(a2 + b2ε)
)
(a3 + b3ε)
= (d1d2)d3,
je tedy asociativní a jednotkový prvek okruhu je zřejmě 1.
Pro distributivitu zleva platí
d1(d2 + d3) = (a1 + b1ε)(a2 + b2ε+ a3 + b3ε)
= a1(a2 + b2ε) + a1(a3 + b3ε) + b1ε(a2 + b2ε) + b1ε(a3 + b3ε)
= (a1 + b1ε)(a2 + b2ε) + (a1 + b1ε)(a3 + b3ε)
= d1d2 + d1d3.
Distributivita zprava se ověří analogicky. Dokázali jsme tedy, že duální čísla tvoří komu-
tativní okruh s jednotkovým prvkem.
Zbývá diskutovat dělitele nuly. Pokud má být součin dvou libovolných nenulových duálních
čísel roven nule, plyne z definice násobení duálních čísel, že obě musí mít nulovou reálnou
část. Tedy pro libovolné a ∈ R platí a2ε2 = 0. Protože ε 6= 0, pro každé nenulové a je aε
dělitel nuly.
V dalším textu budeme potřebovat odmocninu z duálního čísla, kterou uvedeme v násle-
dující větě.
Věta 1.28. Nechť d = a+ bε je duální číslo. Platí
√
d =
√
a+ bε =
√
a+
b
2
√
a
ε.
Důkaz.
(√
a+ b
2
√
a
ε
)2
= a+ bε+ b
2
4a
ε2 = a+ bε = d.
Výraz √q nazveme druhá odmocnina duálního čísla d.
1.4 Duální kvaterniony
Pomocí duálních čísel můžeme definovat duální kvaterniony, což bude náplní této části
textu.
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Definice 1.29. Nechť ε je duální jednotka, i , j , k imaginární jednotky a nechť platí
εi = iε, εj = j ε, εk = kε Pojmem duální kvaternion q budeme rozumět výraz ve tvaru
q = a+ bi + cj + dk , kde a, b, c, d jsou duální čísla. Množinu všech duálních kvaternionů
označíme HD.
Duální kvaternion q můžeme vyjádřit také následujícími způsoby:
1. q = (a1 + a2ε) + (b1 + b2ε)i + (c1 + c2ε)j + (d1 + d2ε)k ,
2. q = (a1 + b1i + c1j + d1k) + (a2 + b2i + c2j + d2k)ε = q1 + q2ε, q1, q2 ∈ H.
Kvaternion q1 nazveme reálná část a kvaternion q2 nazveme duální část. Zápis 3. budeme
pro jeho stručnost používat nejvíce.
Definice 1.30. Nechť p, q ∈ HD, p = p1 + p2ε, q = q1 + q2ε, p1, p2, q1, q2 ∈ H. Binární
operace sčítání duálních kvaternionů a násobení duálních kvaternionů definujeme jako
p+ q = (p1 + p2ε) + (q1 + q2ε) = (p1 + q1) + (p2 + q2)ε,
pq = (p1 + p2ε)(q1 + q2ε) = p1q1 + p1q2ε+ p2q1ε+ p2q2ε
2 = p1q1 + (p1q2 + p2q1)ε.
Podobně jako u kvaternionů, operace sčítání je komutativní, násobení však nikoli.
Věta 1.31. Množina duálních kvaternionů, společně s operacemi sčítání duálních kvater-
nionů a násobení duálních kvaternionů, tvoří nekomutativní okruh s jednotkovým prvkem.
Důkaz. Asociativita sčítání duálních kvaternionů je zřejmá z důvodu asociativity sčítání
kvaternionů, nulový prvek je 0 a ke každému duálnímu kvaternionu q = q1 + q2ε existuje
jediný opačný duální kvaternion −q takový, že q + (−q) = q − q = 0. Množina HD spolu
se sčítáním tedy tvoří komutativní grupu.
Dále nechť p = p1+p2ε, q = q1+q2ε, r = r1+r2ε jsou duální kvaterniony, p1, p2, q1, q2, r1, r2
jsou kvaterniony. Pro násobení duálních kvaternionů dostáváme
p(qr) = (p1 + p2ε)
(
(q1 + q2ε)(r1 + r2ε)
)
= (p1 + p2ε)
(
q1r1 + (q1r2 + q2r1)ε
)
= p1q1r1 + (p1q1r2 + p1q2r1 + p2q1r1)ε
= p1q1(r1 + r2ε) + (p1q2 + p2q1)r1ε+ (p1q2 + p2q1)r2ε
2
= p1q1(r1 + r2ε) + (p1q2 + p2q1)ε(r1 + r2ε)
=
(
p1q1 + (p1q2 + p2q1)ε
)
(r1 + r2ε)
=
(
(p1 + p2ε)(q1 + q2ε)
)
(r1 + r2ε)
= (pq)r.
Násobení duálních kvaternionů je tedy asociativní, jednotkový prvek je zřejmě 1.
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Zbývá dokázat distributivitu. Platí
p(q + r) = (p1 + p2ε)(q1 + q2ε+ r1 + r2ε)
= p1(q1 + q2ε) + p1(r1 + r2ε) + p2ε(q1 + q2ε) + p2ε(r1 + r2ε)
= (p1 + p2ε)(q1 + q2ε) + (p1 + p2ε)(r1 + r2ε)
= pq + qr.
Distributivita zprava se dokáže analogicky. Celkově tedy dostáváme, že duální kvaterniony
tvoří nekomutativní okruh s jednotkovým prvkem.
Věta 1.32. Nechť q ∈ HD, q = q1 + q2ε, q1, q2 ∈ H, q1 6= 0. Potom existuje jediný duální
kvaternion q−1 takový, že qq−1 = q−1q = 1, přičemž
q−1 = q−11 − q−11 q2q−11 ε.
Prvek q−1 nazveme inverzní duální kvaternion k duálnímu kvaternionu q.
Důkaz. Jednoznačnost inverzního prvku plyne z asociativity násobení duálních kvaterni-
onů, dále platí
qq−1 = (q1 + q2ε)(q−11 − q−11 q2q−11 ε)
= q1q
−1
1 + (−q1q−11 q2q−11 + q2q−11 )ε
= 1 + (−q2q−11 + q2q−11 )ε = 1,
q−1q = (q−11 − q−11 q2q−11 ε)(q1 + q2ε)
= q−11 q1 + (q
−1
1 q2 − q−11 q2q−11 q1)ε
= 1 + (q−11 q2 − q−11 q2)ε = 1.
Poznámka. Množina duálních kvaternionů ve tvaru q = q1+ q2ε, q1 6= 0, společně s opera-
cemi sčítání duálních kvaternionů a násobení duálních kvaternionů, tedy tvoří nekomuta-
tivní těleso.
Podobně jako u kvaternionů, můžeme pro duální kvaternion q = q1+q2ε, q1, q2 ∈ H zavést
duální kvaternion konjugovaný k duálnímu kvaternionu q, na rozdíl od kvaternionů však
třemi způsoby, a to
1. q = q1 + q2ε,
2. q∗ = q1 − q2ε,
3. q∗ = q1 − q2ε.
Poznámka. Zřejmě platí q = q, (q∗)∗ = q, (q∗)∗ = p.
Věta 1.33. Nechť p, q ∈ HD, pak platí následující vztahy
p+ q = p+ q, (p+ q)∗ = p∗ + q∗, (p+ q)∗ = p∗ + q∗,
pq = q p, (pq)∗ = p∗q∗, (pq)∗ = q∗ p∗.
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Důkaz. Duální kvaterniony p, q můžeme rozepsat jako p = p1 + p2ε, q = q1 + q2ε, kde
p1, p2, q1, q2 ∈ H. Z věty 1.10 postupně dostáváme
p+ q = (p1 + p2ε) + (q1 + q2ε) = (p1 + q1) + (p2 + q2)ε
= (p1 + q1) + (p2 + q2)ε = (p1 + q1) + (p2 + q2)ε
= (p1 + p2ε) + (q1 + q2ε) = p+ q,
pq = (p1 + p2ε)(q1 + q2ε) = p1q1 + (p1q2 + p2q1)ε
= p1q1 + (p1q2 + p2q1)ε = q1 p1 + (q2 p1 + q1 p2)ε
= (q1 + q2ε)(p1 + p2ε) = q p,
(p+ q)∗ =
(
(p1 + p2ε) + (q1 + q2ε)
)∗
=
(
(p1 + q1) + (p2 + q2)ε
)∗
= (p1 + q1)− (p2 + q2)ε = (p1 − p2ε) + (q1 − q2ε)
= (p1 + p2ε)
∗ + (q1 + q2ε)∗ = p∗ + q∗,
(pq)∗ =
(
(p1 + p2ε)(q1 + q2ε)
)∗
=
(
p1q1 + (p1q2 + p2q1)ε
)∗
= p1q1 − (p1q2 + p2q1)ε = (p1 − p2ε)(q1 − q2ε)
= (p1 + p2ε)
∗(q1 + q2ε)∗ = p∗q∗,
(p+ q)∗ = p∗ + q∗ = p∗ + q∗,
(pq)∗ = p∗q∗ = q∗ p∗.
Definice 1.34. Nechť q ∈ HD, q = a+ bi + cj + dk , a, b, c, d jsou duální čísla. Zobrazení
‖.‖ : HD → D, definované vztahem ‖q‖ =
√
a2 + b2 + c2 + d2, nazveme norma duálního
kvaternionu.
Definice 1.35. Nechť q ∈ HD. Pokud platí ‖q‖ = 1, q nazveme jednotkový duální kvater-
nion. Množinu všech jednotkových duálních kvaternionů označíme HD1.
Věta 1.36. Nechť q ∈ HD, potom platí ‖q‖ =
√
qq =
√
qq.
Důkaz. Víme, že q = a + bi + cj + dk = q1 + q2ε, a, b, c, d ∈ D, q1, q2 ∈ H, což můžeme
dále vyjádřit jako a = a1 + a2ε, b = b1 + b2ε, c = c1 + c2ε, d = d1 + d2ε. Podobně
rozepíšeme kvaternion q1 = a1+ b1i + c1j + d1k = (a1,v1),v1 = (b1, c1, d1) ∈ R3, konečně
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q2 = a2 + b2i + c2j + d2k = (a2,v2),v2 = (b2, c2, d2) ∈ R3. Dostáváme
qq = (q1 + q2ε)(q1 + q2ε) = q1q1 + (q1q2 + q2q1)ε
= ‖q1‖2 +
(
(a1,v1)(a2,−v2) + (a2,v2)(a1,−v1)
)
ε
= ‖q1‖2 +
((
a1a2 − 〈v1,−v2〉,−a1v2 + a2v1 + v1 × (−v2)
)
+
(
a2a1 − 〈v2,−v1〉,−a2v1 + a1v2 + (−v2)× v1
))
ε
= ‖q1‖2 +
((
a1a2 + 〈v1,v2〉,−a1v2 + a2v1 − (v1 × v2)
)
+
(
a1a2 + 〈v1,v2〉,−a2v1 + a1v2 + v1 × v2
))
ε
= ‖q1‖2 +
(
2a1a2 + 2〈v1,v2〉
)
ε
= a21 + b
2
1 + c
2
1 + d
2
1 + 2(a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2)ε
= a21 + 2a1a2ε+ b
2
1 + 2b1b2ε+ c
2
1 + 2c1c2ε+ d
2
1 + 2d1d2ε
= (a1 + a2ε)
2 + (b1 + b2ε)
2 + (c1 + c2ε)
2 + (d1 + d2ε)
2
= a2 + b2 + c2 + d2
= ‖q‖2 ,
tedy
√
qq = ‖q‖ . Druhá rovnost se dokáže stejným způsobem.
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2 Geometrické vlastnosti kvaternionů a duálních kva-
ternionů
Kvaterniony a duální kvaterniony mají široké uplatnění v geometrii. Pomocí kvaternionů se
dají jednoduše popsat rotace kolem libovolné osy, stejně tak jejich skládání. Oproti popisu
rotací pomocí matic umožňují kvaterniony jednodušší a výpočetně méně náročný přístup,
čehož se hojně využívá např. v počítačové grafice, kde je potřeba rychlých a efektivních
výpočtů. Duální kvaterniony tyto schopnosti kvaternionů přejímají a dále je rozšiřují,
umožňují navíc popsat i translace. Pomocí jedné operace násobení tedy umožňují popsat
libovolnou přímou shodnost.V této kapitole bylo čerpáno z [2], [3], [7], [8].
2.1 Grupa SO(n)
Klasický přístup k popisu rotacím je pomocí čtvercových matic, skládání rotací odpovídá
násobení matic. Tyto matice jsou prvky grupy SO(n), což je speciální ortogonální grupa
řádu n. Matice z této grupy mají dvě následující vlastnosti:
1. ∀A ∈ SO(n) : ATA = AAT = I, I je jednotková matice řádu n,
2. ∀A ∈ SO(n) : detA = 1.
Rotaci bodu P s polohovým vektorem p ∈ Rn se potom vyjádří jako Ap.
Věnujme se nyní vlastnostem matic grupy SO(n). Vlastnost 1. znamená, že matice jsou
ortogonální. Takové matice mají vlastnost, že inverze k ortogonální matici je přímo ma-
tice sama, pouze transponovaná. Dále transformace reprezentované ortogonálními matice
zachovávají skalární součin, tedy nemění se při nich úhly, což je přirozený požadavek
při popisu rotace. Euklidovský skalární součin vektorů z u, v ∈ Rn můžeme vyjádřit jako
〈u, v〉 = uTv. Pokud má transformace pomocí čtvercové matice A řádu n takto definovaný
skalární součin zachovávat, musí platit
(Au)T (Av) = uTv.
Tento požadavek je skutečně splněn, protože pro matice B typu m × n a C typu n × p
platí (BC)T = CTBT , tedy pro výraz (Au)T (Av) dostáváme
(Au)T (Av) = uTATAv = uT Iv = uTv.
Na druhou stranu dostáváme uTATAv = uT Iv, z čehož plyne, že platí ATA = I, což je
vlastnost 1. Množina všech čtvercových matic řádu n, které mají vlastnost 1., společně
s násobením matic tvoří grupu, která se nazývá ortogonální grupa a značí se O(n).
Vlastnost 2. zajišťuje, že transformace určená maticí A nebude měnit orientaci, což je opět
přirozená vlastnost rotace. Dostaneme ji dalším zkoumáním prvků grupy O(n). Protože
platí Cauchyova věta o determinantu součinu matic a determinant matice je stejný jako
determinant této matice transponované, pro libovolnou matici A z grupy O(n) platí
1 = det I = detATA = detAT detA = detA detA = (detA)2,
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tedy detA = ±1. Prvky grupy O(n) se tedy rozpadá dvě podmnožiny, na matice s de-
terminantem 1 a matice s determinantem −1. Protože det I = 1, množina matic s de-
terminantem −1 neobsahuje matici I, která je neutrálním prvkem, a netvoří tedy grupu.
Naopak množina matic s determinantem 1 obsahuje matici I, součin matic s determinan-
tem 1 je opět matice s determinantem 1 a inverzní matice je matice transponovaná, tato
množina grupu tvoří a nazývá se právě speciální ortogonální grupa SO(n).
Skládání rotací se realizuje pomocí násobení matic. Nechť A,B ∈ SO(n),p ∈ Rn, matice
A představuje matici rotace o úhel φ, matice B rotaci o úhel θ,p je polohový vektor bodu
P. Protože p′ = Ap je polohový vektor otočeného bodu P o úhel φ, p′′ = Bp′ je tedy
polohový vektor bodu P otočeného nejdříve o úhel φ, poté o úhel θ. Jinak zapsáno, složení
rotace o úhel φ a rotace o úhel θ se vyjádří jako p′′ = Bp′ = BAp, tedy skládání rotací
znamená násobení matic z SO(n).
Inverzní rotace k rotaci reprezentované maticí A ∈ SO(n) se vyjádří jednoduše jako AT ,
což plyne z p = ATAp = p.
Pro rotace v rovině se používají matice z SO(2), obecný tvar matice A ∈ SO(2) je
A =
(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ
)
.
Snadno je vidět, že matice A je ortogonální a její determinant je 1, vyjadřuje tedy otočení
kolem počátku v kladném směru o úhel φ. Matici inverzní rotace dostaneme jako
AT =
(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ
)
=
(
cos(−φ) − sin(−φ)
sin(−φ) cos(−φ)
)
,
což je matice rotace o opačný úhel.
V prostoru je situace složitější. Matice Ax, představující rotaci v kladném směru kolem
osy x o úhel φx, má tvar
Ax =
 1 0 00 cosφx − sinφx
0 sinφx cosφx
 ,
kolem osy y o úhel φy
Ay =
 cosφy 0 sinφy0 1 0
− sinφy 0 cosφy
 ,
konečně kolem osy z o úhel φz
Az =
 cosφz − sinφz 0sinφz cosφz 0
0 0 1
 .
Rotaci kolem libovolné osy o úhel φ můžeme vyjádřit buď jako složení rotací postupně
podle os x, y, z, nebo kolem libovolné osy, která je reprezentovaná jednotkovým vektorem
v = (v1, v2, v3) ∈ R3. Matice rotace má potom tvar
A=
 cosφ+ v21(1− cosφ) v1v2(1− cosφ)− v3 sinφ v1v3(1− cosφ) + v2 sinφv1v2(1− cosφ) + v3 sinφ cosφ+ v22(1− cosφ) v2v3(1− cosφ)− v1 sinφ
v1v3(1− cosφ)− v2 sinφ v2v3(1− cosφ) + v1 sinφ cosφ+ v23(1− cosφ)
 .
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Matici A můžeme upravit na tvar
A = vTv(1− cosφ) + I cosφ+
 0 −v3 v2v3 0 −v1
−v2 v1 v2
 sinφ,
kde I je jednotková matice řádu 3.
Jak je vidět, takto vyjádřená matice rotace v prostoru kolem obecné osy se stává velmi
složitou a její složitost dále roste skládáním rotací. Vyjádření rotací pomocí matic s sebou
přináší i další problémy. Výpočty složených rotací jsou velmi náročné a mohou se stát
nestabilními, dále může docházet k tzv. gimbal locku, kdy dojde ke ztátě jednoho stupně
volnosti. Tyto problémy odstraňuje vyjádření rotace pomocí kvaternionů.
2.2 Rotace v rovině
Nejprve uvažujme množinu těleso komplexních čísel, což je podtěleso kvaternionů. Rotaci
bodu P kolem počátku v rovině můžeme vyjádřit jako násobení jednotkovým komplexním
číslem. Nechť p = (p1, p2) ∈ R2 je polohový vektor bodu P. Vektor p můžeme v Gaussově
rovině ztotožnit s komplexním číslem p = p1 + p2i . V exponenciálním tvaru je komplexní
číslo vyjádřeno jako p = ‖p‖ eiθ, kde pro normu komplexního čísla platí ‖p‖ =
√
p21 + p
2
2,
úhel θ dostaneme jako θ = arctg p2
p1
, p1 6= 0. Pro nulové p1 a kladné p2 je úhel θ definován
jako θ = pi
2
, pro nulové p1 a záporné p2 jako θ = −pi2 . Pokud jsou nulové p1 i p2, je úhel
θ určen libovolně.
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Obrázek 1: Rotace v rovině.
Na Obr. 1 lze vidět pozici bodu P vyjádřená komplexním číslem p = ‖p‖ eiθ. Pokud bod
P otočíme kolem počátku o úhel φ, je z Obr. 1 zřejmé, že otočený bod P′ bude vyjádřen
komplexním číslem p′ = ‖p‖ ei(θ+φ). Číslo p′ můžeme přepsat na
p′ = ‖p‖ ei(θ+φ) = ‖p‖ eiθeiφ = p eiφ = p(cosφ+ i sinφ).
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Dostáváme tedy, že rotace v rovině kolem počátku v kladném směru o úhel φ je náso-
bení jednotkovým komplexním číslem q ve tvaru q = cosφ + i sinφ. Protože násobení
komplexních čísel je komutativní, platí p′ = p eiφ = eiφp.
Pokud otočíme pod P′ dále o úhel γ, otočený pod P′′ bude vyjádřen komplexního číslem
p′′ = ‖p‖ ei(θ+φ+γ) = ‖p‖ eiθeiφeiγ = p eiφeiγ.
Skládání rotací je tedy násobení jednotkových komplexních čísel.
Protože platí
p = p′e−iφ = p eiφe−iφ = p ei(φ−φ) = p,
inverzní rotaci k rotaci o úhel φ dostaneme jako otočení o opačný úhel −φ, tedy násobením
inverzním komplexním číslem
p−1 = cos(−φ) + i sin(−φ) = cosφ− i sinφ
ke komplexnímu číslu p.
Rotace v rovině tedy lze jednoduše vyjádřit pomocí násobení komplexních čísel. Přirozeně
tedy vzniká snaha o nalezení podobného postupu v prostoru. Výsledkem této snahy jsou
právě kvaterniony, což bude předmětem následujícího textu.
2.3 Rotace v prostoru
Ryzí kvaternion q = ai + bj + ck , a, b, c ∈ R3, můžeme považovat za bod vektorového
prostoru s ortonormální bází {i , j , k}. Protože situace v prostoru je složitější než v rovině,
uvedeme přímo větu o rotaci v prostoru pomocí kvaternionů a dokážeme ji.
Věta 2.37. Nechť q, p ∈ H, q = (cos φ
2
,v sin φ
2
), p = (0,p), kde v ∈ R3 je jednotkový
vektor a p ∈ R3 je polohový vektor bodu P. Potom výraz ve tvaru
p′ = qpq
představuje otočení bodu P v kladném směru o úhel φ kolem osy se směrovým vektorem
v.
Důkaz. Mějme kvaternion v = (0,v) = v1i + v2j + v3k , dále nechť polohový vektor bodu
P má tvar p = (p1, p2, p3) ∈ R3, nechť w ∈ H je ryzí jednotkový kvaternion ortogonální
ke kvaternionu v a nechť kvaternion z je ve tvaru z = vw. Podle věty 1.16 je kvaternion
z ryzí a ortogonální k oběma kvaternionům v, w a jeho norma je 1. Dostáváme tedy další
ortonormální bázi {v, w, z} vektorového prostoru R3. V této bázi vyjádříme souřadnice
bodu P jako kvaternion p˜ = p˜1v + p˜2w + p˜3z. Celá situace je zřejmá z Obr. 2.
Díky vlastnostem kvaternionů v, w, z můžeme využít zobecněného zápisu kvaternionu jako
dvojice komplexních čísel ve tvaru p˜ = p˜1v + (p˜2 + p˜3v)w . Dále věta 1.19 říká, že platí
v2 = w2 = z2 = −1, výrazy p˜1v, p˜2 + p˜3v jsou tedy komplexní čísla. Rotaci v prostoru
kolem osy v jsme tedy zredukovali na rotaci v rovině (kolem počátku), určenou bází
{w, z}, protože souřadnice p˜1 se při rotaci nebude měnit.
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Obrázek 2: Změna báze.
Protože kvaternion q tedy můžeme přepsat jako
q =
(
cos
φ
2
,v sin
φ
2
)
= cos
φ
2
+ v1i sin
φ
2
+ v2j sin
φ
2
+ v3k sin
φ
2
= cos
φ
2
+ (v1i + v2j + v3k) sin
φ
2
= cos
φ
2
+ v sin
φ
2
,
dostáváme
qpq =
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p1i + p2j + p3k)
(
cos
φ
2
− v sin φ
2
)
=
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜1v + p˜2w + p˜3z)
(
cos
φ
2
− v sin φ
2
)
=
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)(
p˜1v + (p˜2 + p˜3v)w
)(
cos
φ
2
− v sin φ
2
)
=
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
p˜1v
(
cos
φ
2
− v sin φ
2
)
+
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜2 + p˜3v)w
(
cos
φ
2
− v sin φ
2
)
=
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)(
p˜1v cos
φ
2
− p˜1v2 sin φ
2
)
+
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜2 + p˜3v)
(
w cos
φ
2
− wv sin φ
2
)
protože kvaterniony v, w splňují předpoklady věty 1.15, jejich součin je antikomutativní,
proto platí (
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)(
p˜1v cos
φ
2
+ p˜1 sin
φ
2
)
+
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜2 + p˜3v)
(
w cos
φ
2
+ vw sin
φ
2
)
= p˜1v cos
2 φ
2
+ p˜1 cos
φ
2
sin
φ
2
+ p˜1v
2 sin
φ
2
cos
φ
2
+ p˜1v sin
2 φ
2
+
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜2 + p˜3v)
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
w
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kvaterniony p˜2+p˜3v, cos φ2+v sin
φ
2
jsou prvky množiny a+bv, a, b ∈ R, v je ryzí kvaternion.
Věta 1.20 říká, že jejich součin je komutativní, dostáváme tedy
p˜1v
(
cos2
φ
2
+ sin2
φ
2
)
+ (p˜1 − p˜1) cos φ
2
sin
φ
2
+
(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)(
cos
φ
2
+ v sin
φ
2
)
(p˜2 + p˜3v)w
= p˜1v + e
v φ
2 ev
φ
2 (p˜2 + p˜3v)w = p˜1v + e
vφ(p˜2 + p˜3v)w,
což je, jak jsme ukázali výše, rotace o úhel φ v kladném směru v rovině kolmé na osu se
směrovým vektorem v. Nyní kvaternion p′ = p˜1v+evφ(p˜2+ p˜3v)w převedeme zpět do báze
{i , j , k} jako p′ = p′1i + p′2 j + p′3k , čímž dostaneme polohový vektor otočeného bodu P′
ve tvaru p′ = (p′1, p′2, p′3).
Rotaci kolem libovolné osy tedy můžeme jednodušeji vyjádřit pomocí operace násobení
jednotkovými kvaterniony zleva a zprava, čehož se hojně využívá např. v počítačové gra-
fice.
Věnujme se nyní skládání rotací. Nechť kvaternion q′ odpovídá otočení bodu, reprezento-
vaného kvaternionem p. Platí tedy, že p′ = qpq, kde q je jednotkový kvaternion. Rotací
p′ a další úhel a další osy vyjádříme jako p′′ = rp′r, přičemž r opět musí být jednotkový
kvaternion. Celkově tedy platí
p′′ = rp′r = rqpq r.
Inverzní rotace odpovídá násobení inverzními kvaterniony. Využijeme vlastnosti, že rotace
je vyjádřena jednotkovými kvaterniony a inverze k jednotkovému kvaternionu je konjugo-
vaný kvaternion. Dostáváme tedy
p = q−1qpq (q)−1 = qqpqq = p.
Na závěr uvedeme příklad, demonstrující postup při rotaci vyjádřené kvaterniony.
Příklad 2.38. Otočte bod P = [2, 0, 0] o úhel φ = 2
3
pi kolem osy se směrovým vektorem
v = (1, 1, 1), viz Obr. 3.
Řešení. Z Obr. 3 je zřejmé, že výsledný otočený bod bude mít souřadnice P′ = [0, 2, 0].
Ověřme tuto hodnotu výpočtem. Nejdříve musíme vektor v normalizovat, nechť tedy
v˜ = 1‖v‖2v =
1√
3
(1, 1, 1). Pro kvaternion q dostáváme
q = (cos
φ
2
, v˜ sin
φ
2
) = cos
pi
3
+
1√
3
sin
pi
3
(i + j + k) =
1
2
(1 + i + j + k),
bod P vyjádříme jako kvaternion p = 2i . Pro kvaternion p′, reprezentující otočený bod
P′, potom platí
p′ = qpq =
1
2
(1 + i + j + k)2i
1
2
(1− i − j − k) = 1
2
(1 + i + j + k)(i + 1− k + j ) = 2j ,
což odpovídá bodu s polohovým vektorem (0, 2, 0) a shoduje se s očekáváním.
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Obrázek 3: Otočení bodu P do bodu P′ kolem osy v o úhel φ.
2.4 Grupa SE(n)
Grupa SO(n), stejně tak komplexní čísla a kvaterniony, umožňují vyjádření pouze rotace
okolo počátku, resp. kolem osy procházející počátkem. Často však potřebujeme vyjádřit
rotaci v rovině kolem obecného bodu, v prostoru kolem obecné osy, což umožňují matice
z Eukleidovy grupy SE(n).
Uvažujme nejprve rovinný případ. Pokud chceme bod P otočit kolem obecného bodu
R s polohovým vektorem r ∈ R2, postupujeme následujícím způsobem. Body P, R po-
suneme o vektor −r, čímž se bod R ocitne v počátku, bod P otočíme kolem počátku
a nakonec oba body posuneme o vektor r, čímž získáme souřadnice bodu otočeného ko-
lem bodu P. Využili jsme tedy složení rotace a translace. Abychom mohli toto složení
lineárních transformací vyjádřit pomocí matic, musíme nejdříve zavést homogenní sou-
řadnice bodu P, protože translaci nemůžeme vyjádřit maticí řádu 2, ale matice řádu 3 již
vyjádření translace umožňují. Homogenní souřadnice vzniknou jednoduše přidáním třetí
souřadnice, obsahující jedničku. Polohový vektor bodu P v rovině p = (p1, p2)T ∈ R2 pře-
jde na vektor ph = (p1, p2, 1)T ∈ R3. Matici translace Th bodu v homogenních souřadnicích
o vektor t = (t1, t2)T ∈ R2 potom dostaneme jako
T =
 1 0 t10 1 t2
0 0 1
 .
Abychom mohli i nadále využívat matice rotace, k matici
A =
(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ
)
∈ SO(2),
zkonstruujeme matici
Ah =
 cosφ − sinφ 0sinφ cosφ 0
0 0 1
 ,
která umožňuje otáčet body s homogenními souřadnicemi o úhel φ.
Nyní můžeme vyjádřit složení rotace a translace jako násobení matic. Složením translace
o vektor −t, otočení o úhel φ a následné translace o vektor t, dostaneme matici obecné
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rotace kolem bodu s polohovým vektorem t o úhel φ ve tvaru
B−1h = ThAhTh =
 1 0 t10 1 t2
0 0 1
 cosφ − sinφ 0sinφ cosφ 0
0 0 1
 1 0 −t10 1 −t2
0 0 1

=
 cosφ − sinφ t1(1− cosφ) + t2 sinφsinφ cosφ t2(1− cosφ)− t1 sinφ
0 0 1
 .
Povšimněme si, že matice Th, T−1h , Ah, Bh jsou ve tvaru(
C vT
o 1
)
, C ∈ SO(2),v,o ∈ R2,o = (0, 0).
Snadno se ukáže, že matice tohoto tvaru tvoří grupu. Tato grupa se nazývá speciální
Eukleidova grupa řádu 2 a značí se SE(2). Obecně tvoří speciální Eukleidovu grupu řádu
n SE(n) matice ve tvaru (
R uT
o 1
)
, R ∈ SO(n),u ∈ Rn,
kde o je nulový vektor délky n.
Dále se zabývejme skládáním rotací a translací v prostoru. Abychom mohli toto sklá-
dání vyjádřit pomocí násobení matic, musíme použít matice řádu 4. Homogenní sou-
řadnice bodu P vzniknou, podobně jako v rovinném případě, přidáním čtvrté souřad-
nice k polohovému vektoru p = (p1, p2, p3, 1)T ∈ R4 bodu P. Matice posunutí o vektor
t = (t1, t2, t3)
T ∈ R3 bude mít tvar
T =

1 0 0 t1
0 1 0 t2
0 0 1 t3
0 0 0 1
 ,
matice rotací kolem os x, y, z o úhly φx, φy, φz budou vyjádřeny jako
1 0 0 0
0 cosφx − sinφx 0
0 sinφx cosφx 0
0 0 0 1
 ,

cosφy 0 sinφy 0
0 1 0 0
− sinφy 0 cosφy 0
0 0 0 1
 ,

cosφz − sinφz 0 0
sinφz cosφz 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 .
Matice rotace bodu kolem obecné osy v o úhel φ, na kterou se neklade požadavek, aby
procházela počátkem, má již velice složitou strukturu a nehodí se pro výpočty. V praxi se
proto volí následující postup:
1. posuneme osu v a bod P tak, aby osa v procházela počátkem souřadnicového sys-
tému,
2. otočíme osu v a bod P kolem osy x tak, aby osa v ležela v rovině xz,
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3. otočíme osu v a bod P kolem osy y tak, aby osa v splynula s osou z,
4. otočíme bod P kolem osy z o úhel φ,
5. provedeme postupně inverzní transformace k transformacím z bodů 3, 2, 1.
Výsledná matice transformace bude mít tvar
A = T−1R−1x R
−1
y R
φ
zRyRxT.
Postup je značně zdlouhavý a vyžadujeme mnoho početních operací. Proto je výhodná
realizace rotace kolem osy neprocházející počátkem pomocí duálních kvaternionů, čemuž
se budeme věnovat v následujícím textu.
2.5 Translace a obecná rotace v prostoru
Nejdříve ukážeme, jak se pomocí duálních kvaternionů realizuje translace a rotace kolem
osy procházející počátkem, poté se budeme věnovat rotaci kolem obecné osy. Bod v pro-
storu P s polohovým vektorem p = (p1, p2, p3) ∈ R jsme v množině kvaternionů vyjádřili
jako kvaternion q = p1i + p2j + p3k ∈ H. V množině duálních kvaternionů kvaternionů
bod P vyjádříme jako duální kvaternion p = 1+ (p1i + p2j + p3k)ε ∈ HD. Pomocí tohoto
vyjádření bodu P můžeme realizovat translace a rotace, což bude tvrzením následujících
vět.
Věta 2.39. Nechť t, p ∈ HD, t = 1 + 12(t1i + t2j + t3k)ε, p = 1 + (p1i + p2j + p3k)ε, kde
t = (t1, t2, t3) ∈ R3 je vektor posunují a p = (p1, p2, p3) ∈ R3 je polohový vektor bodu P.
Potom výraz ve tvaru
p′ = tpt∗ = tpt
představuje posunují bodu P o vektor t.
Důkaz. Reálná část kvaternionu t je pouze reálné číslo a duální část kvaternionu t je ryzí
kvaternion, platí tedy t∗ = t. Přímým výpočtem dále dostáváme
p′ = tpt∗ =
(
1 +
1
2
(t1i + t2j + t3k)ε
)(
1 + (p1i + p2j + p3k)ε
)
t∗
=
(
1 + (p1i + p2j + p3k)ε+
1
2
(t1i + t2j + t3k)ε
)(
1 +
1
2
(t1i + t2j + t3k)ε
)
=
(
1 +
1
2
(t1i + t2j + t3k)ε+ (p1i + p2j + p3k)ε+
1
2
(t1i + t2j + t3k)ε
)
= 1 +
(
(p1 + t1)i + (p2 + t2)j + (p3 + t3)k
)
ε,
což je vyjádření bodu P posunutého o vektor t.
Věta 2.40. Nechť q, p ∈ HD, q = (cos φ2 ,v sin φ2 ), p = 1 + (p1i + p2j + p3k)ε, kde v ∈ R3
je jednotkový vektor a p = (p1, p2, p3) ∈ R3 je polohový vektor bodu P. Potom výraz ve
tvaru
p′ = qpq∗ = qpq
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představuje otočení bodu P v kladném směru o úhel φ kolem osy procházející počátkem
se směrovým vektorem v.
Důkaz. Platí
p′ = qpq∗ = q
(
1 + (p1i + p2j + p3k)ε
)
q∗ = qq∗ + q(p1i + p2j + p3k)q∗ε.
Protože kvaternion q nemá duální část, můžeme psát q∗ = q. Kvaternion q je dále jednot-
kový, proto platí qq = 1. Celkově tedy dostáváme
p′ = qq∗ + q(p1i + p2j + p3k)q∗ε = qq + q(p1i + p2j + p3k)qε
= 1 + q(p1i + p2j + p3k)qε.
Podle věty 2.37 představuje výraz q(p1i + p2j + p3k)q bod P otočený v kladném směru
o úhel φ kolem osy se směrovým vektorem v, a tedy výraz 1 + q(p1i + p2j + p3k)qε je
vyjádření otočeného bodu P v množině duálních kvaternionů, což jsme měli dokázat.
V následující větě využijeme obě předchozí věty a ukážeme, jak lze pomocí duálních
kvaternionů vyjádřit rotace kolem osy, která obecně neprochází počátkem.
Věta 2.41. Nechť q, t ∈ H, r, p ∈ HD, q = (cos φ2 ,v sin φ2 ), t = (0, t), r = q+ 12(tq−qt)ε, p =
1 + (0,p)ε, kde v, t,p ∈ R3,v je jednotkový vektor. Potom výraz ve tvaru
p′ = rpr∗
představuje otočení bodu P s polohovým vektorem p o úhel φ v kladném směru kolem
osy se směrovým vektorem v, která prochází bodem T s polohovým vektorem t.
Důkaz. Složíme translaci bodu P do počátku o vektor −t, otočení o úhel φ a zpětnou
translaci o vektor t, čímž dostaneme otočení bodu P kolem osy procházející bodem T. S
využitím vět 2.39 a 2.40 pro toto složení transformací dostaneme výraz ve tvaru(
1 +
1
2
tε
)
q
(
1− 1
2
tε
)
p
(
1− 1
2
tε
)
q∗
(
1 +
1
2
tε
)
=
(
q +
1
2
tqε
)(
1− 1
2
tε
)
p
(
q∗ − 1
2
tq∗ε
)(
1 +
1
2
tε
)
=
(
q +
1
2
(tq − qt)ε
)
p
(
q +
1
2
(q∗t− tq∗)ε
)
=
(
q +
1
2
(tq − qt)ε
)
p
(
q +
1
2
(qt− tq)ε
)
=
(
q +
1
2
(tq − qt)ε
)
p
(
q +
1
2
(−qt+ tq)ε
)
=
(
q +
1
2
(tq − qt)ε
)
p
(
q +
1
2
(−tq + qt)ε
)
=
(
q +
1
2
(tq − qt)ε
)
p
(
q − 1
2
(tq − qt)ε
)
= rpr∗ = p′.
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Stejně jako u kvaternionů, skládání transformací určených duálními kvaterniony se reali-
zuje dalším násobením transformovaného prvku zleva i zprava. Pokud tedy výraz p′ = qpq∗
vyjadřuje transformaci bodu, vyjádřeného jako duální kvaternion p, a duální kvaternion
r představuje další transformaci p′, dostáváme pro výsledný bod duální kvaternion
p′′ = rp′ r∗ = rqpq∗ r∗.
Inverzní transformaci dostaneme pomocí násobení inverzními duálními kvaterniony jako
p = q−1qpq∗ (q∗)−1.
Na závěr uvedeme jednoduchý příklad, ve kterém lze vidět, jak jednoduše se rotace kolem
obecné osy pomocí duálních kvaternionů realizují.
Příklad 2.42. Otočte bod v prostoru P = [0, 3, 1] o úhel φ = pi
2
kolem osy se směrovým
vektorem v = (1, 0, 0), která prochází bodem T = [0, 2, 1].
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Obrázek 4: Otočení bodu P do bodu P′ kolem osy v o úhel φ.
Řešení. Zřejmě má být výsledek bod o souřadnicích P′ = [0, 2, 2], použijme však výpočet
pomocí duálních kvaternionů. Bod P vyjádříme jako duální kvaternion p = 1+ (3j + k)ε,
translační kvaternion bude mít tvar t = 2j + k , rotační kvaternion potom bude ve tvaru
q = (cos pi
4
,v sin pi
4
) = 1√
2
(1 + i). Pro duální kvaternion r platí
r = q +
1
2
(tq − qt)ε = 1√
2
(1 + i) +
1
2
(
(2j + k)
1√
2
(1 + i)− 1√
2
(1 + i)(2j + k)
)
ε
=
1√
2
(1 + i) +
1
2
√
2
(
3j − k − (j + 3k))ε = 1√
2
(
1 + i + (j − 2k)ε).
Konečně otočený bod P′ bude vyjádřen jako duální kvaternion
p′ = rpr∗ =
1√
2
(
1 + i + (j − 2k)ε)(1 + (3j + k)ε) 1√
2
(
1− i + (j − 2k)ε)
=
1
2
(
1 + i + (3j + 2k)ε
)(
1− i + (j − 2k)ε) = 1 + (2j + 2k)ε,
což je skutečně vyjádření bodu P′ = [0, 2, 2] pomocí duálního kvaternionu p′.
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3 Zobecnění diskrétní Fourierovy transformace
Klasickou Fourierovu transformaci (FT) můžeme zobecnit z množiny komplexních čísel
do množiny kvaternionů i duálních kvaternionů. Kvaternionová FT je využívána např.
ve zpracování obrazu, kde na rozdíl od komplexní FT umožňuje pracovat s barevným
obrazem, protože prvky třídimenzionálního prostoru barev RBG jsme schopni vyjádřit
jako ryzí kvaterniony. Výpočet FT přímo z její definici je náročný na množství operací, jsou
však známy efektivní algoritmy, jak výpočet zrychlit. Nejdříve ukážeme, jak lze výpočet
kvaternionové FT převést na výpočet komplexních FT, poté odvodíme postup, pomocí
něhož lze převést duální kvaternionovou FT na kvaternionové FT. V této kapitole bylo
čerpáno z [1], [5], [6].
3.1 Diskrétní Fourierova transformace
Definice 3.43. Nechť x = {xk}N−1k=0 ∈ CN , N ∈ N, je posloupnost N komplexních čísel
s komplexní jednotkou i . Zobrazení F : CN → CN , které komplexní posloupnosti x přiřadí
komplexní posloupnost X = F{x} = {Xk}N−1k=0 podle vztahu
Xk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
ixn, k = 0, 1, . . . , N − 1,
se nazývá diskrétní komplexní Fourierova transformace.
Dá se ukázat, že Fourierova transformace má následující vlastnosti:
1. F{cx} = c F{x}, c ∈ C, x ∈ CN ,
2. F{x+ y} = F{x}+ F{y}, x, y ∈ CN ,
3. x = F−1{X}, xn = 1N
∑N−1
k=0 e
2pink
N
iXn, n = 0, 1, . . . , N − 1.
Důkazy těchto vět nalezneme např. v [5].
Výpočet Fourierovy transformace přímo podle její definice vyžaduje pro každý člen po-
sloupnosti N operací komplexních násobení a N operací komplexních sčítání, celkově pro
celou posloupnost tedy vyžaduje N2 operací komplexních násobení a N2 operací kom-
plexních sčítání. Pro praktické výpočty je takové množství operací nevyhovující, proto
se používá algoritmus zvaný rychlá Fourierova transformace , který vyžaduje celkově jen
N log2N operací komplexních násobení a N log2N operací komplexních sčítání. V progra-
movém prostředí MATLAB je algoritmus rychlé Fourierovy transformace implementovaný
jako funkce fft.
Komplexní Fourierovu transformaci můžeme zobecnit na kvaternionovou Fourierovu trans-
formaci FH : HN → HN , N ∈ N. Místo komplexní jednotky i použijeme libovolný
ryzí jednotkový kvaternion µ, pro který podle věty 1.19 platí µ2 = −1. Nechť tedy
q = {qk}N−1k=0 , N ∈ N, je posloupnost N kvaternionů, které podle upraveného vzorce z de-
finice 3.43 přejdou na posloupnost kvaternionů Q = {Qk}N−1k=0 .
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Z důvodu, že násobení kvaternionů není komutativní, musíme rozlišit tři typy diskrétní
kvaternionové Fourierovy transformace, a to levou
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µqn, k = 0, 1, . . . , N − 1,
pravou
Qk =
N−1∑
n=0
qne
−2pink
N
µ, k = 0, 1, . . . , N − 1,
a oboustrannou
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µqne
−2pink
N
ν , k = 0, 1, . . . , N − 1,
kde ν je opět jednotkový ryzí kvaternion.
Protože pro výpočet přímo z definice potřebujeme analogicky N2 operací kvaternionových
násobení a N2 operací kvaternionových sčítání, ukážeme, jak lze výpočet kvaternionové
Fourierovy transformace převést na výpočet dvou komplexních Fourierový transformací,
pro kterou máme k dispozici algoritmus rychlé Fourierovy transformace. V dalším textu se
budeme zabývat jen levou diskrétní kvaternionovou Fourierovou transformací, se zbylými
dvěma typy by se pracovalo podobně.
Máme tady vzorec
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µqn, k = 0, 1, . . . , N − 1
a chceme určit posloupnost Q = FH{q}. Stejným postupem jako v důkazu věty 2.37
najdeme ke kvaternionu µ jednotkové ortogonální kvaterniony ν, ψ takové, aby µν = ψ.
Každý člen qn posloupnosti q potom vyjádříme jako
qn = an + bni + cnj + dnk = an + b˜nµ+ c˜nν + d˜nψ = (an + b˜nµ) + (c˜n + d˜nµ)ν.
Dosazením do transformačního vzorce dostáváme
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µqn =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ
(
(an + b˜nµ) + (c˜n + d˜nµ)ν
)
=
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ(an + b˜nµ) +
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ(c˜n + d˜nµ)ν
=
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ(an + b˜nµ) +
(
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ(c˜n + d˜nµ)
)
ν.
Protože platí µ2 = −1, obdrželi jsme dvě diskrétní komplexní Fourierovy transformace.
Tyto transformace spočítáme a získáme dvě posloupnosti kvaternionů. Obě posloupnosti
sečteme a jejich členy převedeme zpět na vyjádření pomocí třech kvaternionových imagi-
nárních jednotek i , j , k . Tím získáme požadovanou posloupnost Q.
Odvození dalších typů diskrétní kvaternionové Fourierovy transformace se nalézá v [6].
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3.2 Konstrukce diskrétní duální kvaternionové Fourierovy trans-
formace
Dalším zobecněním diskrétní kvaternionové Fourierovy transformace dostaneme diskrétní
duální kvaternionovou Fourierovu transformaci FHD : HND → HND , N ∈ N. Opět z důvodu
nekomutativity násobení duálních kvaternionů dostaneme levou, pravou a oboustrannou
transformaci. Z důvodu efektivnosti výpočtu převedeme diskrétní duální kvaternionovou
Fourierovu transformaci na takový tvar, abychom mohli k jejímu vypočítání použít výše
odvozenou diskrétní kvaternionovou Fourierovu transformaci, kterou již umíme efektivně
spočítat pomocí komplexní Fourierovy transformace.
Nejdříve musíme najít takový duální kvaternion µ, aby platilo µ2 = −1. Platí následující
věta:
Věta 3.44. Nechť µ ∈ HD, µ = µ1 + µ2ε, µ1, µ2 ∈ H, µ1 je jednotkový ryzí kvaternion
a µ2 je ortogonální k µ1. Potom platí µ2 = −1.
Důkaz. Přímým výpočtem dostáváme
µ2 = (µ1 + µ2ε)(µ1 + µ2ε) = µ
2
1 + (µ1µ2 + µ2µ1)ε
= µ21 + (µ1µ2 − µ1µ2)ε = µ21.
Protože µ1 je ryzí kvaternion, z věty 1.19 plyne, že µ21 = −1, tedy i µ2 = −1.
Dále mějme posloupnost duálních kvaternionů q = {qk}N−1k=0 , N ∈ N, pro každý člen po-
sloupnosti qk platí qk = rk + skε, rk, sk ∈ H. Transformační vzorec pro levou diskrétní
duální kvaternionovou Fourierovu transformaci je ve tvaru
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µqn =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
(µ1+µ2ε)(rn + snε).
Naší snahou je vyjádření diskrétní duální kvaternionové Fourierovy transformace na tvar
součtu několika diskrétních kvaternionových Fourierových transformací. Nejdříve se vě-
nujme výrazu e
−2pink
N
(µ1+µ2ε). Označme t = −2pink
N
a pokusme se ve výraz et(µ1+µ2ε) upravit
na takový tvar, aby se duální jednotka nevyskytovala v exponentu. Protože násobení du-
álních kvaternionů není komutativní, nemůžeme tento výraz jednoduše rozložit na součin
dvou exponentů, ale musíme použít Zassenhausův vzorec ve tvaru nekonečné řady
et(µ1+µ2ε) = etµ1etµ2εe−
t2
2!
[µ1,µ2ε]e
t3
3!
(2[µ2ε,[µ1,µ2ε]]+[µ1,[µ1,µ2ε]])
e−
t4
4!
([[[µ1,µ2ε],µ1],µ1]+3[[[µ1,µ2ε],µ1],µ2ε]+[[[µ1,µ2ε],µ2ε],µ2ε]) . . . ,
kde operace [·, ·] : HD → HD, zvaná komutátor, je pro duální kvaterniony q1, q2 definovaná
jako
[q1, q2] = q1q2 − q2q1.
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Dále využijeme vlastnosti, že kvaterniony µ1, µ2 jsou ortogonální a jejich součin je tedy
podle věty 1.15 antikomutativní. Dostáváme
[µ1, µ2ε] = µ1µ2ε− µ2µ1ε = µ1µ2ε+ µ1µ2ε = 2µ1µ2ε,[
µ2ε, [µ1, µ2ε]
]
= [µ2ε, 2µ1µ2ε] = 2µ2µ1µ2ε
2 − 2µ1µ22ε2 = 0,[
µ1, [µ1, µ2ε]
]
= [µ1, 2µ1µ2ε] = 2µ
2
1µ2ε− 2µ1µ2µ1ε = 2µ21µ2ε+ 2µ21µ2ε = −4µ2ε,[[
[µ1, µ2ε], µ1
]
, µ1
]
=
[
[2µ1µ2ε, µ1], µ1
]
= [2µ1µ2µ1ε− 2µ21µ2ε, µ1]
= [−2µ21µ2ε− 2µ21µ2ε, µ1] = [4µ2ε, µ1] = 4µ2µ1ε− 4µ1µ2ε
= −4µ1µ2ε− 4µ1µ2ε = −8µ1µ2ε.
Výrazy
[[
[µ1, µ2ε], µ1
]
, µ2ε
]
a
[[
[µ1, µ2ε], µ2ε
]
, µ2ε
]
budou opět nulové, protože obsahují
duální kvaternion µ2ε více než na jedné pozici, čímž dostaneme výraz obsahující hodnotou
ε2 = 0. Zassenhausův vzorec tedy přejde na tvar
et(µ1+µ2ε) = etµ1etµ2εe−
t2
2!
2µ1µ2εe−
t3
3!
4µ2εe−
t4
4!
(−8µ1µ2ε) . . .
= etµ1etµ2εe−
2t2µ1µ2ε
2! e−
22t3µ2ε
3! e
23t4µ1µ2ε
4! e
24t5µ2ε
5! . . .
Nyní využijeme skutečnost, že pro libovolný duální kvaternion ve tvaru sε, s ∈ H platí
esε =
∞∑
n=0
(sε)n
n!
= 1 + sε+
(sε)2
2!
+
(sε)3
3!
+ · · · = 1 + sε.
Zassenhausův vzorec můžeme dále upravit jako
et(µ1+µ2ε) = etµ1(1+tµ2ε)
(
1− 2t
2µ1µ2ε
2!
)(
1− 2
2t3µ2ε
3!
)(
1+
23t4µ1µ2ε
4!
)(
1+
24t5µ2ε
5!
)
. . .
= etµ1
(
1 + tµ2ε− 2t
2µ1µ2ε
2!
− 2
2t3µ2ε
3!
+
23t4µ1µ2ε
4!
+
24t5µ2ε
5!
− . . .
)
= etµ1
(
1 +
(
1− 2tµ1
2!
− 2
2t2
3!
+
23t3µ1
4!
+
24t4
5!
− . . .
)
tµ2ε
)
= etµ1 + etµ1
(
1− 2tµ1
2!
− (2t)
2
3!
+
(2t)3µ1
4!
+
(2t)4
5!
− . . .
)
tµ2ε
= etµ1 + etµ1
( ∞∑
n=0
(−2tµ1)n
(n+ 1)!
)
tµ2ε
= etµ1 + etµ1
( ∞∑
n=0
(−2tµ1)n+1−1
(n+ 1)!
)
tµ2ε
= etµ1 + etµ1
( ∞∑
n=0
(−2tµ1)n+1
(n+ 1)!
(−2tµ1)−1
)
tµ2ε
= etµ1 − 1
2
etµ1
( ∞∑
n=0
(−2tµ1)n+1
(n+ 1)!
)
µ−11 µ2ε
= etµ1 − 1
2
etµ1
(
e−2tµ1 − 1)µ−11 µ2ε
= etµ1 +
1
2
(
etµ1e−2tµ1 − etµ1)µ1µ2ε
= etµ1 +
1
2
(
e−tµ1 − etµ1)µ1µ2ε.
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Výraz et(µ1+µ2ε) je nyní ve tvaru, kdy duální jednotka není v exponentu, což bylo na-
ším úmyslem. Prozkoumejme ještě, zda byl náš postup korektní. Z limitního podílového
kritéria pro nekonečnou řadu
∑∞
n=0
(−2tµ1)n
(n+1)!
dostáváme
L = lim
n→∞
an+1
an
= lim
n→∞
(−2tµ1)n+1
(n+2)!
(−2tµ1)n
(n+1)!
= lim
n→∞
(−2tµ1)n(−2tµ1)(n+ 1)!
(−2tµ1)n(n+ 2)(n+ 1)!
= −2tµ1 lim
n→∞
1
n+ 2
= 0.
Protože platí L < 1, je řada
∑∞
n=0
(−2tµ1)n
(n+1)!
konvergentní a můžeme určit její součet. Po-
dívejme se nyní na konvengenci řady
∑∞
n=0
∣∣∣ (−2tµ1)n(n+1)! ∣∣∣. Z limitního podílové kritéria opět
dostáváme
L = lim
n→∞
an+1
an
= lim
n→∞
∣∣∣∣∣∣
(−2tµ1)n+1
(n+2)!
(−2tµ1)n
(n+1)!
∣∣∣∣∣∣ = 2 |tµ1| limn→∞ 1n+ 2 = 0 < 1,
řada tedy také konverguje. Celkově dostáváme, že řada
∑∞
n=0
(−2tµ1)n
(n+1)!
konverguje abso-
lutně a mohli jsme oprávněně používat asociativní, komutativní a distributivní zákony při
výpočtu výrazu et(µ1+µ2ε) pomocí Zassenhausova vzorce.
Vraťme se nyní k vzorci pro levou diskrétní duální kvaternionovou Fourierovu transformaci
a využijme výše odvozený vztah. Dostaneme
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
(µ1+µ2ε)(rn + snε)
=
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1 +
1
2
(
e
2pink
N
µ1 − e−2pinkN µ1)µ1µ2ε)(rn + snε)
=
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1rn + e
−2pink
N
µ1snε+
1
2
e
2pink
N
µ1µ1µ2rnε− 1
2
e
−2pink
N
µ1µ1µ2rnε
)
=
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1rn +
(N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1sn
)
ε+
(N−1∑
n=0
e
2pink
N
µ1
1
2
µ1µ2rn
)
ε
−
(N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1
1
2
µ1µ2rn
)
ε
=
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1rn +
(N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1sn
)
ε+
(N−1∑
n=0
e
2pink
N
µ1 r˜n
)
ε
−
(N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1 r˜n
)
ε, r˜n =
1
2
µ1µ2rn,
což je součet čtyř levých diskrétních kvaternionových Fourierových transformací, které se
dají efektivně spočítat pomocí celkem osmi diskrétních komplexních Fourierových trans-
formací.
Při výpočtu tedy postupujeme následujícím způsobem:
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1. spočítáme
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1rn, což je již výsledná reálná část posloupnosti duálních
kvaternionů Q,
2. spočítáme
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1sn,
3. každý člen posloupnosti rn, n ∈ 〈0, N − 1〉, převedeme na tvar r˜n = 12µ1µ2rn
4. spočítáme
∑N−1
n=0 e
2pink
N
µ1 r˜n,−
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1 r˜n,
5. výsledné posloupnosti z bodů 2. a 3. sečteme, čím získáme výslednou duální část
posloupnosti duálních kvaternionů Q.
Podobným způsobem dostaneme i pravou transformaci:
Qk =
N−1∑
n=0
(rn + snε)e
−2pink
N
(µ1+µ2ε)
=
N−1∑
n=0
(rn + snε)
(
e
−2pink
N
µ1 +
1
2
(
e
2pink
N
µ1 − e−2pinkN µ1)µ1µ2ε)
=
N−1∑
n=0
(
rne
−2pink
N
µ1 + sne
−2pink
N
µ1ε+
1
2
rne
2pink
N
µ1µ1µ2ε− 1
2
rne
−2pink
N
µ1µ1µ2ε
)
=
N−1∑
n=0
rne
−2pink
N
µ1 +
(N−1∑
n=0
sne
−2pink
N
µ1
)
ε+
1
2
(N−1∑
n=0
rne
2pink
N
µ1
)
µ1µ2ε
− 1
2
(N−1∑
n=0
rne
−2pink
N
µ1
)
µ1µ2ε.
Výpočet provedeme následovně:
1. spočítáme
∑N−1
n=0 rne
−2pink
N
µ1 , čímž získáme výslednou reálnou část posloupnosti du-
álních kvaternionů Q,
2. spočítáme
∑N−1
n=0 sne
−2pink
N
µ1 ,
3. spočítáme
∑N−1
n=0 rne
2pink
N
µ1 ,−∑N−1n=0 rne−2pinkN µ1 ,
4. výsledné posloupnosti z bodu 3. sečteme a vynásobíme výrazem 1
2
µ1µ2 zprava,
5. výsledné posloupnosti z bodů 2. a 4. sečteme a získáme tak výslednou duální část
posloupnosti duálních kvaternionů Q.
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Pro oboustrannou transformaci dostáváme
Qk =
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
(µ1+µ2ε)(rn + snε)e
−2pink
N
(ν1+ν2ε)
=
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1 +
1
2
(
e
2pink
N
µ1 − e−2pinkN µ1)µ1µ2ε)(rn + snε)(
e
−2pink
N
ν1 +
1
2
(
e
2pink
N
ν1 − e−2pinkN ν1)ν1ν2ε)
=
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1rn + e
−2pink
N
µ1snε+
1
2
e
2pink
N
µ1µ1µ2rnε− 1
2
e
−2pink
N
µ1µ1µ2rnε
)
(
e
−2pink
N
ν1 +
1
2
(
e
2pink
N
ν1 − e−2pinkN ν1)ν1ν2ε)
=
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1rne
−2pink
N
ν1 + e
−2pink
N
µ1sne
−2pink
N
ν1ε
+
1
2
e
2pink
N
µ1µ1µ2rne
−2pink
N
ν1ε− 1
2
e
−2pink
N
µ1µ1µ2rne
−2pink
N
ν1ε
+
1
2
e
−2pink
N
µ1rne
2pink
N
ν1ν1ν2ε− 1
2
e
−2pink
N
µ1rne
−2pink
N
ν1ν1ν2ε
)
=
N−1∑
n=0
e
−2pink
N
µ1rne
−2pink
N
ν1 +
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1sne
−2pink
N
ν1
)
ε
+
N−1∑
n=0
(
e
2pink
N
µ1 r˜ne
−2pink
N
ν1
)
ε−
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1 r˜ne
−2pink
N
ν1
)
ε
+
1
2
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1rne
2pink
N
ν1
)
ν1ν2ε− 1
2
N−1∑
n=0
(
e
−2pink
N
µ1rne
−2pink
N
ν1
)
ν1ν2ε, r˜n =
1
2
µ1µ2rn
Výpočet provedeme následujícím způsobem:
1. spočítáme
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1rne
−2pink
N
ν1 , čímž získáme výslednou reálnou část posloup-
nosti duálních kvaternionů Q,
2. spočítáme
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1sne
−2pink
N
ν1 ,
3. spočítáme
∑N−1
n=0 e
−2pink
N
µ1rne
2pink
N
ν1 ,−∑N−1n=0 e−2pinkN µ1rne−2pinkN ν1 ,
4. výsledné posloupnosti z bodu 3. vynásobíme výrazem 1
2
ν1ν2 zprava,
5. každý člen posloupnosti rn, n ∈ 〈0, N − 1〉, převedeme na tvar r˜n = 12µ1µ2rn
6. spočítáme
∑N−1
n=0 e
2pink
N
µ1 r˜ne
−2pink
N
ν1 ,−∑N−1n=0 e− 2pinkN µ1 r˜ne−2pinkN ν1 ,
7. výsledné posloupnosti z bodů 4. a 6. sečteme a získáme tak výslednou duální část
posloupnosti duálních kvaternionů Q.
Realizaci levé a pravé diskrétní duální kvaternionové Fourierovy transformace v progra-
movém prostřední MATLAB nalezneme v příloze jako funkci ddqft.
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Závěr
Cílem bakalářské práce bylo nastudování aplikací struktury kvaternionů a duálních kva-
ternionů v geometrii a ve zpracování obrazu. Protože tyto struktury nejsou obecně příliš
známé, byly nejdříve zkoumány algebraické vlastnosti obou struktur a až poté možnosti
jejich využití.
V první kapitole byly definovány kvaterniony a operace s nimi, konkrétně sčítání, násobení,
konjugace a norma. Byly dokázány věty o vlastnostech těchto operací, jako je distributivita
násobení vůči sčítání, asociativita sčítání i násobení, vyjádření násobení pomocí operací
s třídimenzionálními vektory, existence inverzních prvků a další. Celkově z těchto důkazů
vyplynulo, že množina kvaternionů tvoří nekomutativní těleso.
Po algebraické úvodní části byly ukázány způsoby, jak lze kvaterniony vyjádřit pomocí
jiných zápisů, které jsou vhodné pro následně uvedené aplikace kvaternionů. Konkrétně
byl ukázán zápis pomocí zobecněného Eulerova vzorce a zápis pomocí komplexních čísel.
Dalším tématem byla duální čísla. Podobají se číslům komplexním, ale na rozdíl od kom-
plexní jednotky, která se v druhé mocnině rovná číslu 1, se duální jednotka v druhé moc-
nině rovná číslu 0, přičemž sama je nenulová. Bylo dokázáno, že množina duálních čísel
tvoří komutativní okruh s jednotkovým prvkem, protože např. samotná duální jednotka
nemá multiplikativní inverzi.
Na závěr první kapitoly byly definovány duální kvaterniony. Protože kvaterniony již defi-
novány byly, mohli jsme duální kvaternion vyjádřit jednoduše jako součet dvou kvaterni-
onů, z nichž druhý byl vynásoben duální jednotkou. Výhoda tohoto vyjádření se projevila
nejen svou stručností, ale hlavně efektivním popisem operací s duálními kvaterniony, které
byly vyjádřeny právě pomocí již známých operací s kvaterniony. Kvůli použití duálních
čísel v definici duálních kvaternionů platí, že duální kvaterniony netvoří těleso, ale pouze
nekomutativní okruh s jednotkovým prvkem.
Druhá kapitola se zabývala klasickým využitím kvaternionů a duálních kvaternionů, což
je popis rotací a translací v třídimenzionálním prostoru. Postupně byl ukázán způsob, jak
vyjádřit rotace v rovině prostoru pomocí matic. Následně bylo diskutováno, že skládání
takto vyjádřených rotací se stává zdlouhavým a výpočty mohou být nestabilní. Z tohoto
důvodu se ukazuje být výhodnější realizovat rotace pomocí kvaternionů. Tento postup
přináší jednodušší vyjádření rotace kolem libovolné osy i jednodušší skládání rotací.
Následně je diskutován problém rotace kolem osy, která obecně neprochází počátkem.
V tomto případě je nutné složit rotaci a translaci, což již kvaterniony neumožňují, protože
pomocí nich nejsme schopni popsat translaci. Matice její popis umožňují, ale následné
složení rotace a translace trpí stejnými problémy jako popis rotace pomocí matic. Řešením
se ukázalo být použití duálních kvaternionů, které umožňují jak popis rotace a translace,
tak i jejich jednoduché složení.
Poslední kapitola se věnuje modernějšímu využíti kvaternionů a duálních kvaternionů, kon-
krétně ve zpracování obrazu. V této oblasti je standardem komplexní Fourierova transfor-
mace, která převání obraz do frekvenční oblasti. Umožňuje však práci pouze s černobílým
obrazem. Proto se v posledních letech začíná využívat zobecněná Fourierova transformace
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do množiny kvaternionů, která práci s barevným obrazem umožňuje umožňuje. Bylo tedy
ukázáno, jak lze kvaternionovou Fourierovu transformaci efektivně spočítat podle algo-
ritmů komplexní Fourierovy transformace.
Hlavní částí závěrečné kapitoly bylo další zobecnění Fourierovy transformace, a to do
množiny duálních kvaternionů a její efektivní výpočet. Hlavním problémem se ukázalo
být rozložení mocniny duálního kvaternionu na takový tvar, aby se se duální jednotka ne-
vyskytovala v exponentu, což bylo zásadní pro to, abychom mohli duální kvaternionovou
Fourierovu transformaci spočítat pomocí již odvozené kvaternionové Fourierovy transfor-
mace. K tomuto účelu byl využit Zassenhausův vzorec, který je sice v obecném tvaru ve
formě nekonečné řady, ale vhodnými úpravami se ho podařilo vyjádřit ve tvaru mocnin
kvaternionů. Je otázkou dalšího výzkumu, zda duální kvaternionová Fourierova transfor-
mace přináší oproti kvaternionové nějaké další kvality, které by se ukázaly být užitečné
při zpracování obrazu.
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Příloha
Algoritmus jednorozměrné a dvourozměrné diskrétní duální kvaternionové Fourierovy
transformace v programovém prostřední MATLAB:
1 f unc t i on Q = ddqft (q , mu, L)
2 % Dis c r e t e dual quatern ion Four i e r trans form .
3 % To use t h i s func t i on i t i s nece s sa ry to i n s t a l l Quaternion and octon ion
4 % toolbox f o r Matlab , s ee http :// qtfm . s ou r c e f o r g e . net /
5
6 % Example : ddqft ( randq (10 ,20 ,2 ) , [ quatern ion (1 , 0 , 0 ) quatern ion (0 , 1 , 0 ) ] , ’L
’ )
7
8 % q − matrix o f dual quatern ions , in 1D case i t has s i z e (m, 1 , 2) , in 2D
9 % (m, n , 2) ; q ( : , : , 1 ) i s the r e a l part o f dual quatern ions , q ( : , : , 2 ) i s
the dual part
10
11 % mu − dual quaternion , f o r which we have mu^2 = −1, so mu(1) must be pure
12 % unit quatern ion and mu(2) i s a quatern ion orthogona l to mu(1)
13
14 % L = ’L ’ − l e f t trans form
15 % L = ’R’ − r i g h t trans form
16
17 Q = q ;
18
19 f = 0 .5∗ q ( : , : , 1 ) ;
20
21 i f L = = ’L ’ % l e f t trans form
22 f = mu(1) ∗mu(2) ∗ f ;
23 end
24
25 y = q f f t 2 ( f , −mu(1) , L) + q f f t 2 (− f , mu(1) , L) ;
26
27 i f L = = ’R ’ % r i gh t trans form
28 y = y∗mu(1) ∗mu(2) ;
29 end
30
31 Q( : , : , 1 ) = q f f t 2 ( q ( : , : , 1 ) , mu(1) , L) ;
32 Q( : , : , 2 ) = q f f t 2 ( q ( : , : , 2 ) , mu(1) , L) + y ;
33
34 end
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